Ejercicios de Andlisis Complejo
Relacion 5. Integrales de linea

Ejercicio 1. Calcula/idz siendoy: [0,2] — R el camino dado por:
y

2it 0o<t<1

a)y(t):t2+it; b)y(t):2t+it; C)y(t):{ 2i+4(t—1) 1<t<?2

Ejercicio 2. Calcula/Re(z) dz siendoy: [0,1] — R el camino dado por:
y
a)y(t) =t+it; b)y(t) = exp(2rit)

Ejercicio 3. Calcula las integrales

a)/ 2dz b)/ e c)/ logz dz d)/ 2logzdz (a € C)
fi,1+i,3+3i] co) vz c(0,1) c(0,1)

Ejercicio 4. Calcula/|z|2dz siendoy el camino formado por la mitad superior de la circunferencia
y

unidad y el segmentp-1,1].

Ejercicio 5. Seay: [a,b] — R un camino yy el camino conjugado dg Prueba que:

/f(z) dz:[Tz)dz (vfecy"))
y Yy

Deduce que sf es continua en la circunferencia unidad:

—dz
f(z)dz = —/ f(2) =
/0(071) @ c(0.1) @ z

Ejercicio 6. Calcula/ P(z) dz dondeP(z) es una funcién polinémica no constante.
CaR)

Ejercicio 7. SeaQ C C abierto,f € H(Q) y yun camino cerrado €. Prueba que el nﬂme%f (2)f'(z)dz
Y

es imaginario puro.

Ejercicio 8. SeaA,={zeC:0<|z—a|<r,a<argz—a) <P} (—-n<a <B<m). Supongamos qué

es continua ed y que lim(z—a) f(z) =L € C. Pongamos para<t <, y (t) = a+r et.

zeA
Prueba que

nm/ f(z)dz = i(B—a)L

r—0Jy
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Ejercicios de Andlisis Complejo 2

Ejercicio 9. Seaf continua en el semiplano superior y tal que liitz) = 0. Prueba que 3l >0y TR
Imz>0
es la semicircunferencia de centro 0 y raRicontenida en el semiplano superior, entonces

lim | é"f(z)dz=0
R—+0 /g

Ejercicio 10. Seaa € Cy f una funcién continua efize C :r <|z—a| <R} donde O<r < R. Sea
{rn} = Rconr <r, < R. Prueba que

lim fzdz:/ f(2) dz.
M Joar @ car 2

o . log(1
Ejercicio 11. Prueba que paraQr < 1, se tiene qu?f log(1+2)

dz = 0. Deduce que
c(oyr) z

2n
/ log(1+r2+ 2rcosd)dd =0
0

Ejercicio 12. Seaf holomorfa en un abiert® C C y verificando que|f(z) — 1| <1 Vze Q. Justifica

/
que /ff ((ZZ)) dz =0 para todo camino cerrageenQ.
y

Ejercicio 13. Integrando la funciérh: C — R dada por:

h(z2) = g7-1

Vze C*, h(0) =i

a lo largo del camino formado por la yuxtaposicion del segmgsr,r] y de la semicircun-
ferenciay; de centro 0 y radio contenida en el semiplano superior, deduce que para todo

' serx T
—dx —T1 <?
—r

r > 0 se verifica que:

X

Ejercicio 14. SeanQ =C\{i,—i}y f(z) = 12 vz e Q. Justifica quef no admite una primitiva en
Q.

Ejercicio 15. Integrales de CauchySeay un camino erCy ¢:y* — R una funcién continua. Prueba
que la funcionf: C\ y* — R definida por:

t(2) :/ya(—zv)zdw vze C\y'

es analitica y sus derivadas vienen dadas por:

£
k!(z) = /y (W‘I’_(‘;‘;)m dw vzeC\y", VkeN.
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Ejercicios de Analisis Complejo
Relacion 6. Formula de Cauchy. Teorema de Taylor

Calcula/yliz22 dondey(t) = cost + S sert, vt € [T 1.

dz
Sea y=C(ar) y b,c € C\ y*. Calcula todos los posibles valores dﬁi
@0 ) V(Z—D)(2—0)

dependiendo de la posicion relativa de los pulltgsc respecto de la circunferencya

Calcula la integral/;o—jzz paray =C(0,2), y=C(0,1/2), y=C(i/2,1).
y

. 1
Calcula la mtegral/ Zr dz donder >0, r # 2.
c(oyr)

A7 +4)

€“cosz
Calcula/ 0z
c(2+iv2) (1+2z°) serz

Seaf una funcion enterag,b € C cona# by R>max|a|, |b|}. Prueba que

f(2) . f(b)—f(a)
/<:<0,R>m dz=2m— ——

Deduce que toda funcién entera y acotada es constante.

Seaf una funcién holomorfa en un disco de centro cero y r&tiio 1. Calcula
1 f(w)
P —= dw zeC, |7 #1
ZKL@DW_Z (2€C, 12 1)

Desarrollo limitado de Taylor. Seaf una funcién holomorfa en un abierto que contenga
aD(a,r). Prueba que para todw D(a,r) y todoneN es:

2 W (z—a)"?t f(w)
f(z)_k; k! (z-a)+ 211 /C(Or) (w—2z)(w—a)"*1 dz

(Serie binomial). Seaac C*. Justifica que

a—1)...(a—n+1)
n!

(14+2°%=1+ i a
n=1

z (74 <1)

Obtener el desarrollo en serie de potencias centrado eigehate la funcionf, y calcular
el radio de convergencia de la serie resultante en cada ulos dguientes casos:

a)f(z) = ﬁ b) f(z) = co(2) c) f(z) = arctgz

d) f(z) =arcserz e)f(z) =log(1l+/1+27%)
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Ejercicios de Andlisis Complejo 2

Ejercicio 11.

Ejercicio 12.

Ejercicio 13.

Ejercicio 14.

Seam,be C, a+# b. Definamosf(z) = log (g) para todaz € C\{a, b}.

a) Justifica quef es una funcion holomorfa @ = C\ [a, b]*.

b) Justifica que para todo camino cerragdenQ se verifica que

1
/—dz = /i dz
yZ—a yZ—b
c)Sia=i,b=1, calcula la serie de Taylor deenz = 0. Calcula el radio de convergencia
de dicha serie e indica donde su suma es igdal a

- . 1
Prueba que los coeficientesde la serie de Taylor dd (z) = 1 7 7 centrada ez=0
satisfacen las igualdades; = ¢; = 1, €2 = Chi1 + Cy para todon > 0. Calcula dichos
coeficientes de forma explicita descomponiendo la fracdiaia en fracciones simples.

Calcula el radio de convergencia de la s€yiec,Z". La sucesior{c,} se llama sucesion de
n>
Fibonacci.

En cada uno de los siguientes casos, determinar si hay uc@riune #H(Q) tal que para
todone N se tenga que (" (0) = a,. En caso afirmativo, encontrar todas las funciohes
que verifiquen las condiciones pedidas.

a Q=C a,=n VneN

b) Q=C a,=(n+1)! VneN

c) Q=D(0,1) a,=2"n! VneN

d) Q=D(0,) a,=n" VYneN

1

1
Paraz# —1 seaf(z) = > (ez— T2

> y f(0) =0.

a) Justifica quef es holomorfa en el abierto \ {—1}.

b) Integra dicha funcion a lo largo de la frontera de la parted@ézioD (0, R) que queda en
el primer cuadrante para calcular el valor de la integral

+*senx
[
0 X

Universidad de Granada Analisis Il
Departamento de Andlisis Matematico Tercero de Matematicas



Ejercicios de Analisis Complejo
Relacion 7. Desigualdades de Cauchy.
Teorema de Liouville. Sucesiones de funciones holomorfas

Ejercicio 1. Seaf una funcién entera verificando:
f(z) = f(z+1) = f(z+i) VzeC.
Prueba quef es constante.

Ejercicio 2. Seaf una funcién entera tal que:
|f(z2)] <A+B|Z® Vze Ccon|z >M
dondeA, B, a, M son constantes no negativas. Pruébesefgas una funcion polinémica.

Ejercicio 3. Seaf ¢ H(D(0,1)) talque |f(z)| < 1—#Z| (|7 < 1). Prueba que para todhe N se verifica

que |[f(M(0)| < e(n+1)!.

Ejercicio 4. Calcula la integral/% paray=C(1/4,1/2), y=C(1,1/2), y=C(2,3).
vz(1—

Ejercicio 5. Calcula la integral/zzzzoisz1 paray=C(0,1/3), y=C(1,1/3), y=C(0,2).
vZ2(z—

)
sen2z)
01) (z—T/4)3(22 +9)

Ejercicio 6. Calcula/ dz.
c(

dw
Ejercicio 7. Calcula/ -_
’ clon W—a)(W—b)P

Ejercicio 8. Dadon € N, calcula las siguientes integrales:

Az
/ ﬂlzdz; / e-e dz; / IO—gzdz
co1 2 co1 2" cLl 2

Ejercicio 9. Se considera la sucesion de funciones dadafp@ = - ser(nz). Justifica qug f,} con-

dondemeNy |b| <r < |a|.

verge uniformemente €R pero no converge uniformemente en ningln subconjuntotabier
deC.

Ejercicio 10. Probar que la serii

n>1

1 converge et (0,1) y que su suma es una funcién holomorfa.
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Ejercicios de Andlisis Complejo 2

Ejercicio 11. Seaf una funcion entera. Para> 1 se define

A(F) = logM(r)

logr

dondeM(r) = max{|f(z)| : |7 =r}. Demuestra qué es una funcién polinémica si, y sélo
Si, A tiene limite finito end-oo.

Ejercicio 12. Seanf y g dos funciones enteras no constantes verificando| i < |g(z)| para todo
ze C. ¢Qué se puede afirmar sobirg g?.

Ejercicio 13. Prueba que la serie

22(Z2+1)(2%+2%)--- (22 +n?)
[(n+1)1]2

1+ Z)
n>

es convergente para todgy su suma es una funcién entera.

Ejercicio 14. Seaz fn una serie de funciones holomorfas en el diB¢0,1) que converge uniforme-
n>1
mente en conjuntos compactos. Sea

fn(2) = kicn’ka (|7 < 1)

Justifica que

i (i cn,ki‘> = i ( S cn7k> X (4<1
n=1 n=1

k=0 k=0
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